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De Combinatoriek van De Bruijn 



Im memoriam: N. G. de Bruijn. Dit is een korte samen- 
vatting van zijn werk in de combinatoriek. 

In dit artikel probeer ik een kort overzicht te geven van 
het werk van De Bruijn in de combinatoriek. 
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1. Representantensystemen 

In 1927 publiceert Van der Waerden zijn stelling over een 
i^ gemeenschappelijk representanten systeem van twee op- 
■splitsingen van een eindige verzameling [i84il . Om precies 
|te zijn luidt zijn stelling als volgt. 

.Stelling 1 (Van der Waerden). Zij M een eindige verzame- 
' ling. Laat M en % twee partitie^ zijn van M zodanig dat 
. elk element van U en elk element van 23 precies n elementen 
'heeft. Laat |j. = |U| = I®]. Dan is er een verzameling X c M 
rvan |x elementen zodanig dat voor elke x e X er precies een 
U £ U is, en er precies een B e 23 is, zodat 

; xnu = xnB = {x}. 

Met andere woorden, X is een gemeenschappelijk re- 
'presentantensysteem voor 11 en 23. 

In een nawoord legt Van der Waerden uit dat zijn stel- 
"ling equivalent is met de stelling van Konig die zegt dat 
elke reguliere bipartiete graaf een bedekking met dimeren 
heeft (zie Hoofdstuk[9l). Hij merkt op dat de stelling van 
Konig naar het oneindige is uitgebreid (waarbij de graad 
van de reguliere bipartiete graaf eindig blijft) in een arti- 
kel van Konig en Valko II53I1 . Uit die uitbreiding volgt ook 
de uitbreiding van Van der Waerden's stelling naar het on- 
eindige. Daarbij is dan M mogelijk oneindig, en elk ele- 
ment van U, en elk element van 23, heeft precies hetzelfde 
eindige aantal, zeg n, elementen. 

Uitbreidingen van de nauw verwante huwelijksstel- 
ling van Hall naar het oneindige volgen in 1965 door 



Rado II67L In het eindige geval is Hall's stelling equi- 
valent met de stelling van Konig-Egervary. Deze stelling 
zegt dat, voor bipartiete grafen, het maximaal aantal ele- 
menten in een verzameling kanten zodanig dat geen twee 
kanten een punt gemeen hebben, gelijk is aan het mini- 
male aantal punten wat alle kanten raakt. Hieruit volgt 
natuurlijk Konig's stelling voor reguliere bipartiete grafen 
die we hierboven noemden. 

Rado noemt ook eerdere versies van de uitbreiding van 
Hall's stelling, namelijk door Hall zelf in 1948 II47II en an- 
deren ||41i 1481 . Deze vroege uitbreidingen (door Hall, 
door Everett en Whaples, en door Halmos en Vaughan) 
maken gebruik van Tychonoff's stelling (zie Hoofdstuk[6l). 
Rado's bewijs maakt geen gebruik van Tychonoff's stelling. 
Bovendien bewijst Rado veel meer dan alleen de uitbrei- 
ding die we hieronder noemen in Stelling [2j 

Stelling 2 (Hall). Laat N een eindige of oneindige verzame- 
ling zijn en laat voor elke k g N, Ak een eindige verzameling 
zijn. Stel dat aan Hall's voorwaarde is voldaan, dat wil zeg- 
gen dat voor elke eindige M c N geldt 



U AkI ^ |M|. 



keM 



Dan is er voor elke k e N een G zodanig dat 
k ^ £ impliceert x^ ^ X£. 



In 1943 verschijnt een artikel van De Bruijn met een an- 
dere uitbreiding van Van der Waerden's stelling naar het 
oneindige. Dat wil zeggen dat voor M nu ook een on- 
eindige verzameling mag worden gekozen. De eis dat elk 
element van U en van 23 hetzelfde, eindige aantal elemen- 
ten bevat wordt vervangen door de volgende twee eisen. 



"'^Voor alle duidelijkheid: een partitie van een verzameling V is een verzameling deelverzamelingen van V waarvan er geen leeg is, die elkaar 
paarsgewijs niet overlappen, en die samen elk element van V bevatten. 



1. Voor geen enkele k e N zijn er k — 1 elementen 
van U waarvan de vereniging k verschillende ele- 
menten van !B bevat. 

Hetzelfde geldt met IX en 23 hierboven verwisseld. 

2. Elk element van It, respectievelijk van 2?, heeft 
slechts met een eindig aantal elementen van 23, 
respectievelijk van It, een niet-lege doorsnede. 



De Bruijn's artikel ^ vervolgt, na een korte inleiding 
met een zestal opmerkingen. Ik noem er drie. Op de eer- 
ste plaats volgt uit de eerste eis, met k = 1, dat geen 
enkele deelverzameling van B of U leeg is. De tweede op- 
merking van De Bruijn die ik noem stelt dat, als er een 
gemeenschappelijk representantensysteem is, dat dan aan 
het eerste item is voldaan. Met andere woorden, als de 
tweede eis geldt, dan is er een gemeenschappelijk repre- 
sentantensysteem dan en slechts dan als aan de eerste eis 
voldaan is. De laatste, 6'^'^ opmerking van De Bruijn is, dat 
we mogen aannemen dat 23 en U (hoogstens) aftelbaar 
zijn. Dit volgt uit een constructie van Konig [ 54, Stelling 
G, op Bladzijde 460]. 

Uit dat laatste volgt dat we de elementen van U en 23 
kunnen nummeren, wat we meteen maar doen, zeg 

Ui,U2,... en Bi,B2,.... 

Definitie 1. Een S]c-systeem is een verzameling {xi, . . . , x^} 
van elementen uit M zodanig dat geen element van U of van 
23 er twee van bevat. 

Lemma 1. Onder aanname van de eerste eis alleen geldt het 
volgende. Zij k ^ en zij {xi, . . . , x^} een S^-systeem zodat 

(1) Ui n Bi = {xi} voor i e {1, . . . , k}. 

Dan kan men bij elke Bt met t > k een s > k vinden, en een 
S]c+i-systeem {yi, . . . ,ijk+i} wat 

Ui,...,Uk,Us en Bi,...,Bk,Bt 

representeert (maar niet meer perse in dezelfde volgorde). 

Opmerking 1. De Bruijn merkt op dat zijn bewijs groten- 
deels dat van Van der Waerden volgt. Wij volgen De Bruijn's 
beschrijving. Het construeert natuurlijk, in de terminologie 
vanBerge [6], 'een verbeterend pad'^ 

Bewijs. [Van Lemma[TJ] We zeggen dat een verzameling 
Us verbonden is met de verzameling Bt als er een o) ^ 1 
en een ketting 

(2) Bt = Bi„, Uij, Bij, Uij, Bij, Bi^ j, Ui_^ = Us 
bestaan zodat 

Bi,_j n Ui, 7^ voor A e {1, . . . , cu}. 



We beweren dat er minstens een s > k is zodat Us verbon- 
den is met Bt. Stel namelijk dat Uj^, . . . , Uj^ de elementen 
zijn van U die verbonden met Bt, waarbij 

ji < j2 < • • • < jp < k. 

Laat dan N = U^^^Uj^. Beschouw x e Bt en laat x e Ura 
voor zekere ra. Dan is Um, verbonden met Bt, en dus ligt 
Urn in N. Dus Bt C N. 

Laat Xz e Bj^ voor zekere 1 ^ z ^ p. Stel dat x^ e Ura 
voor zekere m. Dan is de ketting die loopt tot Uj^ te ver- 
lengen met Bj^ en U^. Dus ook Mm is met Bt verbonden, 
en dus is x^ e N. Met andere woorden, Bj^ c N, voor 
1 z sC p. 

Dan is 

uP^iBj^UBtCU^iUj,. 
Dit is in strijd met Eis 1 en dit bewijst de bewering. 

Er bestaat dus een ketting vanuit Bt naar een Us met 
s > k. Natuurlijk nemen we de kleinst mogelijke s waar 
dat gebeurt, zeg cu, dus zijn allemaal hoog- 

stens k. We mogen ook aannemen dat er geen twee de- 
zelfde elementen van U in de ketting zitten, anders kun- 
nen we een deel van de ketting weglaten. Kies nu een 
element 

yA e Bi-,_j n Ui^ voor A e {i, . . . , o)}. 
In het representantensysteem vervangen we 

Xii,...,Xi^„_i door iji^,^!^,...,^^^-!. 
Die liggen achtereenvolgens in 

Uij,...,Ui^^_j,Us en in Bt, Bt^, . . . , Bi^_j. 

Dit nieuwe representantensysteem voldoet aan de eis. □ 

Stelling 3. Veronderstel dat de partities U en T> van een 
eindige of oneindige verzameling M voldoen aan de eisen 1 
en 2. Dan bestaat er een gemeenschappelijk representanten- 
systeem U en 25. 

Bewijs. We kunnen aannemen dat M oneindig is en dat 
It en 23 aftelbaar zijn. Neem een nummering van de ele- 
menten van It en 23, zeg 

Ui, U2, ... en Bi, B2, .... 

Uit Lemma [T] volgt nu het volgende. Als er een S^- 
systeem (voor de een of andere k) §n is wat onder andere 
{Ui, . . . , U-n} en {Bi, . . . , Bn} representeert, dan is er ook 
een S^-systeem Sn+i wat onder andere de elementen van 
{Ui, . . . , Urt+i} en van {Bi, . . . , Bn+i} representeert. 

We vinden een aftelbare rij §1, §2, . . . van S^-systemen. In 
verschillende Si's kan Ui met verschillende B^'s corres- 
ponderen (dat wil zeggen dat die B^'s een element met 
Ui gemeen hebben). Volgens de tweede eis is het aantal 
B ^'s wat Ui doorsnijdt eindig. Er is dus minstens een B ^/ 



^Zie bijvoorbeeld ook II63I Exercise 5.7, op Bladzijde 146 en Exercise 6.13 op Bladzijde 149]. 



die in oneindig veel Si's correspondeert met Ui. De Si's 
die deze eigenschap niet hebben laten we uit de rij weg. 

We kunnen dit proces herhalen, achtereenvolgens voor 

Ui, Bi, U2, B2, We vinden telkens een nieuwe corres- 

pondentie (Un, B^^) en (Bn, U^,^) voor zover die niet al 
eerder was vastgelegd. Dit leidt tot een een-een-duidige 
correspondentie tussen elementen van U en 25 die paars- 
gewijs een niet-lege doorsnede hebben. 

Daarmee is de stelling bewezen. □ 

Opmerking 2. Laten we de oneindige bipartiete graaf G 
tens bekijken, waarvan de knopen de elementen van U en 
van 23 zijn. Een paar {Ui, Bj} vormt een kant in G ah 
Ui n Bj 7^ 0. De eerste eis is dan de (tweezijdige) voor- 
waarde van Hall. De tweede eis zegt dat elke punt een ein- 
dige graad heeft. Volgens Stelling^is er dan een bedekking 
met dimeren, dat wil zeggen, er is een verzameling kanten 
die paarsgewijs geen punt gemeen hebben en die samen alle 
punten van G bedekken. Dus elke knoop kan warden uitge- 
huwelijkt. 

2. De Bruijn cykels 

Wellicht is De Bruijn het meest bekend om een van zijn 
eerste artikelen [jlOl \36'\ . In dit artikel bewijst De Bruijn 
een gissing van ir. K. Posthumus. Naar eigen zeggen kwam 
De Bruijn er na het schrijven van het artikel achter dat het 
al eens eerder was bewezen, namelijk door Camille Flye 
Sainte-Marie ||42l [69l [26ll . 

Het originele artikel van De Bruijn betreft een stelling 
over woorden met letters uit een alfabet met twee letters, 
en 1. Later, samen met Van Aardenne-Ehrenfest, heeft 
hij het uitgebreid naar alfabetten met een willekeurig aan- 
tal letters IH . Over dit artikel later meer. 

Definitie 2. Laat n e N. Een Pn-cyfceZ is een geordende 
cykel van 2^ cijfers en 1 zodanig dat de 2^ rijen van op- 
eenvolgende nullen en enen allemaal verschillend zijn. 

Met andere woorden, elke mogelijke rij nullen en enen 
ter lengte n komt precies een maal voor als een opeenvol- 
gende deelrij in de cykel. 

Als voorbeeld kan men een P3 -cykel nemen 
00010111 

waarin men de 8 mogelijke rijtjes 

000 001 010 101 Oil 111 110 en 100 
als deelrijtjes kan onderkennen. 

Natuurlijk is er slechts een Pi -cykel, namelijk 01, en er 
is slechts een P2 -cykel, namelijk 0011. Door wat te puz- 
zelen kan men wel vinden dat er twee P3 -cykels zijn en 
zestien P4-cykels. Een ingenieur, ir. K. Posthumus, ploos 
uit dat het aantal P5 -cykels 2048 is en op grond daarvan 
giste hij (zie [26]) de volgende stelling. 



Stelling 4. 

Het aantal Pn-cykels is 2^" voor alle n. 

Bewijs. Om dit te bewijzen maken we gebruik van de vol- 
gende definitie. 

Definitie 3 (Zie ook [44]). Beschouw een gerichte graaf 
(G, A). De lijngraaf L(G, A) is de gerichte graaf (G', A') ge- 
definieerd door 

{A' bestaat uit alle paren uit A die kop- 
staart gerelateerd zijn. Formeel: 
A'={((P,Q),(R,S))eAxA|Q = R}. 

Laat nu Gn de verzameling van alle woorden zijn met 
n— 1 letters. Voor elk element (ei, . . . , e^) e Gn+i nemen 
we een gerichte kant 

((ei, . . . , en-i), (£2, . . . , en)) e A^. 

Een Pn -cykel is dan een gesloten wandeling door (Gn, An) 
die elke kant precies een maal bezoekt. Dit reduceert de 
vraag naar het aantal Pn -cykels tot de vraag naar het aan- 
tal Euler circuits in (Gn, An). 

Merk nu op dat (Gn+i, An+i) — l-{Gn, An). Laat Nn het 
aantal Euler circuits in (Gn, An) zijn. In het artikel wordt 
bewezen dat 

Nn+l = 2^""-'-' ■ Nn = 22"-'-l . 22"-'— = 22" — 1. 

Hieruit volgt de stelling. □ 

Opmerking 3. Dit artikel stamt uit 1946. Het is wellicht 
opmerkelijk dat het geen enkele referentie bevat, lets wat 
men tegenwoordig bijna niet meer ziet. De Bruijn maakt 
dat later goed in f26]. Het adres dat De Bruijn geeft is het 
'Natuurkundig Laboratorium der N.V. Philips' Gloeilampen- 
fabrieken'. 

3. De De Bruijn-Erdos stelling uit de incidentiemeetkunde 

Twee jaar later, in 1948, verschijnt een artikel van 
De Bruijn en Erdos. De stelling uit dit artikel gaat de ge- 
schiedenis in als de 'De Bruijn-Erdos stelling'. Er dient 
evenwel opgemerkt te worden dat er twee van die stellin- 
gen zijn; een in de grafentheorie en een in de incidentie- 
meetkunde. We beginnen met de laatste. 

Voor n e N en voor m e N met m > 1, laat 

U = {l,...,n}, 

en laat Ai, . . . , Am deelverzamelingen van U voorstellen. 
Neem aan dat elk paar elementen van U bevat is in precies 
een van de deelverzamelingen Ai. Dan geldt de volgende 
stelling. 

Stelling 5. Er geldt m ^ n waarbij gelijkheid optreedt 
slechts dan in een van de volgende twee gevallen. 



(1) Een deelverzameling bevat n — 1 elementen, zeg 

Ai ={l,...,n-l}. 

De andere deelverzamelingen zijn dan, zander verlies 
van algemeenheid, At —{n,i~ 1}, voor i — 2, . . . ,n. 

(2) Het getal n is van de vorm n = k(k — 1) + 1. Alle AiS 
hebben dan k elementen en elk element komt in precies 
k deelverzamelingen voor 

Gevolg 1. Zij gegeven een configuratie van npunten in het 
vlak die niet allemaal op een lijn liggen. Verbindt elk twee- 
tal van die punten. Dan is het aantal lijnen in dit systeem 
minstens n. In dit geval treedt gelijkheid slechts dan op als 
ern—1 punten op een lijn liggen. 

Dit uitvloeisel van Stalling [5] is ook een gevolg van een 
stelling van Gallai die bekend staat als de 'Sylvester-Gallai 
stelling'. In het artikel van De Bruijn en Erdos wordt ook 
Gallai's elegante bewijs van die stelling beschreven. 

Stelling 6 (Sylvester-Gallai stelling EH [621). Stel dat n 
punten in het vlak gegeven zijn en dat niet alle punten op 
een lijn liggen. Dan is er een lijn die door precies twee pun- 
ten gaat. 

Bewijs. Stel dat de stelling onjuist is. Dan gaat elke lijn 
die door twee punten gaat ook nog door een derde punt. 
Projecteer een van de punten, zeg a, in het oneindige en 
verbindt het met alle andere punten. Dan krijgen we een 
stelsel evenwijdige lijnen die elk twee of meer van de ove- 
rige punten bevat. Neem nu een lijn door twee punten die 
een zo klein mogelijke hoek maakt met de evenwijdige 
lijnen. Stel dat deze lijn de punten ai, a2 en as bevat. De 
lijn die a2 met a verbindt bevat minstens een derde punt, 
zeg Q4. Maar dan maakt een van de lijnen, of die door 
ai en a4, of die door as en a4, een kleinere hoek met het 
stelsel evenwijdige lijnen. (Door middel van een figuur 
kan men zich daarvan eenvoudig overtuigen.) 

Dit is een tegenspraak die de stelling bewijst. □ 

Het bewijs van Stelling [5] gaat ruwweg als volgt. 

Bewijs. [Van Stelling [5j] We noemen de deelverzame- 
lingen Ai, . . . , Am lijnen en we noemen de elementen (of 
'punten'), van U qi, . . . , Un. Laat kt het aantal lijnen zijn 
wat door het punt at gaat en laat Sj het aantal punten op 
de lijn Aj zijn. Dan geldt natuurlijk 

m n 

(3) ^Sj=^kt. 

j=i i=i 

Ook geldt dat, als at niet op de lijn Aj ligt, 

(4) Sj ^ ki. 

Dat is zo omdat at verbonden is door een lijn met elk punt 
op de lijn Aj , en omdat elk tweetal van die lijnen verschil- 
lend zijn. 



Laat kn nu de kleinste kt zijn en laat Ai, . . . , A^ de lijnen 
zijn die door Un gaan (waarbij v — k^) . We mogen aanne- 
men dat elke lijn minstens twee punten bevat, anders kun- 
nen we die lijn ook wel weglaten. Ook geldt dat kn > 1 
omdat anders alle punten op een lijn zouden liggen. Neem 
nu, voor i — 1, . . . , v, een punt at 7^ Un op lijn At. Dan 
concluderen we uit ^ dat 

S2 s$ Ici S3 < k2 • • • Sv kv-1 Si < k^; 
(5) en, voor j > v, Sj ^ k^. 

Nu volgt uit ([3]) en ([5]), en uit de keuze van kn, dat m ^ n. 

We analyseren nu de gevallen waarin ra = n. Als 
m = n dan geldt gelijkheid in alle ongelijkheden van ([5]) 
gelijkheid. Als n — m kunnen we de punten hernumme- 
ren zodanig dat 

Sl = ki • • • Sn = ICn. 

We mogen aannemen dat 

l<i ^ • • • ^ kn > 1. 
We onderscheiden twee gevallen. 

Geval ki > k2: Dan is si = ki > kt, 2 ^ i < n. 
Nu volgt uit (|4l) dat alle punten op Ai liggen. Het 
punt Qi ligt dan niet op Ai en dus geldt het eerste 
geval uit de stelling. 

Geval ki = k2: Stel dat kj < ki. Dan, volgens Q, 
ligt Uj op Ai en op A2. De enige mogelykheid is 
dat j = n. Omdat ki = • • • = kn-i > kn ^ 2 
is bevat elke lijn door Un, behalve een, minstens 
twee andere punten. Er zijn dus minstens twee 
lijnen die Un niet bevatten. Voor beiden geldt vol- 
gens Q dat Sj ^ kn, maar is in tegenspraak met 

Si = • • • = Sn-l > kn. 

We hebben dus, behalve het hierboven genoemde 
geval, alleen het geval dat si = kj = ki voor alle 
1 ^ i, j ^ n. Het is nu makkelijk na te gaan dat 
n = k(k— en dat elkpaar lijnen elkaar snijdt 
in precies een punt. 

□ 

Opmerking 4. Een gevolg uit Stelling\5\ die men in de gra- 
fentheorie wel vaker tegenkomt, luidt ah volgt. Laat § een 
niet-triviale partitie zijn van de kanten van Kn in klieken. 
Dan geldt dat |§| ^ nen gelijkheid geldt dan en slechts dan 
als 

(a) of een kliek C e S bevat n — 1 knopen en de overige 
n — 1 klieken zijn kopieen van K2 die elk de enige knoop 
bevatten die niet in C ligt, 

(b) 0/ n = k^ — k -H 1, en dan bestaat S uit n klieken die 
elk k knopen bevatten. Bovendien is dan elke knoop in 
precies k klieken van § bevat. 

De enige kliek Kn die een niet-triviale partitie van de kanten 
in n driehoeken toelaat, is dus K7. In dat geval is het Fano- 
vlak de incidentiemeetkunde uit Stelling\5\ Volgens een stel- 
ling van Wibon geldt dat, ah (2) deelbaar is door (2), en 



abn—1 deelbaar is door k—1, en ah n groot genoeg is, dan 
is er een partitie van de kanten van in ]i-klieken II85I1 . 

4. Bases voor integers 

In 1950 verschijnt een artikel UllH wat een inspiratiebron 
wordt voor veel later werk, van zowel De Bruijn zelf als 
van veel anderen, eg, II38I |39H . Als voorbeeld noem ik een 
concept waar De Bruijn zijn naam aan verleent; de 'Moser- 
De Bruijn rij' [I171I61L Dit is de rij getallen die de som zijn 
van verschillende machten van vier. De rij begint als volgt. 

0, 1, 4, 5, 16, 17, 20, 21, 64, 65, ... 

De getallen in deze rij hebben allerlei interessante eigen- 
schappen, en vormen het onderwerp van veel studie. 

In dit Debrecen-artikel uit 1950 beantwoord De Bruijn 
onder andere een vraag van Szele. Laten we beginnen met 
de definitie van een basis; het is natuurlijk wat je denkt dat 
het is. 

Definitie 4. Een verzameling gehele getallen 
{bi, b2, ...} 

is een basis voor Z als elke getal x e Z op een unieke manier 

geschreven kan worden ah 

(6) 

oo oo 

X — ^ etbi waar elke ei e {0, 1} en waar ^ ei < oo. 



i=l 



i=l 



Szele opperde het vermoeden dat elke basis slechts een 
oneven getal heeft, slechts een oneven veelvoud van twee, 
slechts een oneven veelvoud van vier, enzovoort. Hieron- 
der geven we De Bruijn's bewijs van de juistheid van dit 
vermoeden. We beginnen met een lemma. 

Lemma 2. Als B = {bi, b2, . . . } een basis is dan is er een hi 
oneven en alle andere zijn even. 

Bewijs. Tenminste een bi moet oneven zijn anders kan 
een oneven getal niet geschreven worden als combinatie 
van elementen uit de basis. Aangezien de opsomming van 
de elementen van B willekeurig is, is het voldoende om te 
laten zien dat bib2 even is. 

Laat Vi de verzameling gehele getallen zijn waarvoor 
in (O ei = 0. Laat V2 de verzameling gehele getallen zijn 
waarvoor in © 62 = en laat W = Vi n V2. Beschouw 
twee gehele getallen x en y met x — y = bi. Veronderstel 
dat y e Vi . Dan geldt 

00 00 
y = ^ ei(y)bi wat impliceert x = bi + ^ ei('y)bi.. 

i=2 1=2 

Dan is X ^ Vi want volgende de definitie van een basis 
is X maar op een manier te schrijven in de vorm ^ . Na- 
tuurlijk impliceert ei(x) = 1 dat ei[y) = 0. Met andere 
woorden, precies een getal van x en y behoort tot Vi . 



Als X e Vi dan zijn, volgens de bovenstaande redenering, 
X — 2bi en X + 2bi ook in Vi. Dus Vi is periodiek met 
periode 2bi. Zo is ook V2 periodiek met periode 2b2. Dan 
is W = Vi n V2 periodiek met periode 2bib2. Laat p de 
kleinste periode zijn voor de elementen van W. 

Voor A e {0, 1} en voor [i e {0, 1} zij Wa^ de verzameling 
getallen met 

ei = A en £2 — M-. 

Merk op dat de verzamelingen Wa^ bijectief op elkaar af- 
gebeeld kunnen worden door eenvoudige verschuivingen. 
Zij 

K = |{ X I X e W en < x < P }|. 

Uit de symmetric volgt nu dat elke set Wa^ in elke periode 
precies K elementen bevat. Dan volgt dat P = 4K en dus is 
4 een deler van 2bib2. Met andere woorden, bib2 is even, 
hetgeen te bewijzen was. □ 



Nu bewijzen we Szele's vermoeden. 
Stalling 7. Elke basis kan geschreven worden in de vorm 
(7) B={di, 2d2, 22d3, ...} 

waarbij de getallen di oneven zijn. 

Bewijs. Laat {bi, b2, . . . } een basis zijn. Volgens lemma|2] 
mogen we aannemen dat bi oneven is en dat alle andere 
bi's even zijn. Nu is {b2, bs, . . . } een basis voor de even 
getallen en dus is 

{ ^b2, -^bs, ^b4, ... } 

een basis voor de gehele getallen. Dan is dus precies een 
van de elementen oneven. Enzovoort. □ 



Opmerking 5. Zij D — [di, d2, . . .] een rij oneven getallen. 
De rij heet een fundament ah ([7]) een basis is. Stel dat D pe- 
riodiek is, dat wil zeggen dat di+s — di voor zekere s > Oen 
alle i. De Bruijn bewijst dat dan in een eindig aantal stappen 
vastgesteld kan worden of D een fundament is. Het artikel 
bevat een lijst van alle 20 fundamenten [a, b, a, b, . . . ] met 
periode twee, met 

< -b < a ^ 100. 

In het artikel wordt Schutte bedankt voor het controleren 
van die lijst fundamenten^ 

Aan het eind van het artikel duikt de vraag van Hajos op 
als (fout) vermoeden. We zien dit terug in Hoofdstuk\TO\ 



■^Professor H. J. (Hennie) Schutte is in 1957 een van de stichters van 'Die Suid-Afrikaanse Wiskundige Vereniging.' 



5. De BEST stelling 

In 1951 verschijnt het artikel van Van Aardenne-Ehrenfest 
en De Bruijn wat we al eerder noemden ||l| . Achterin, als 
'note added in proof, wordt vermeld dat het aantal Euler 
circuits in een gerichte graaf kan worden uitgedrukt als 
een determinant. In deze notitie staat ook dat het artikel 
van Tutte en Smith [80] hetzelfde resultaat aankondigt. 
Om die reden gaat de stelling de geschiedenisboeken in als 
de 'BEST stelling', vanwege de initialen Bruijn, Ehrenfest, 
Smith en Tutte. 

Zij (G,A) een gerichte graaf. Om het aantal opspan- 
nende bomen, met alle kanten gericht naar een gegeven 
wortel, te vinden kan men gebruik maken van de stelling 
van Kirchoff. 

Stelling 8. Zij (G,A) een gerichte graaf met knopen 
pi, . . . , pn- Beschouw de matrix M met 

. . ^ lalsi — ]: de totale uitgraad van punt pi 
' ■* I a?s i ^ j; — # [takken gericht van pt naar pj ) 

Dan is het aantal opspannende bomen gericht naar een wor- 
tel pic gelijk aan de [k, k.)-minor van M, dat is de determi- 
nant van de matrix die men krijgt door uit M de k'^'^ rij en 
de k'^'^ kolom weg te laten. 

Voor een bewijs zij verwezen naar II63II . 

Zij nu (G, A) een gerichte graaf waarin voor elk punt 
de ingraad gelijk is aan de uitgraad. Dan is G een zo- 
genaamde Eulerse graaf en men kan dan, volgens Euler's 
unicursal stelling, een wandeling, een zogenaamde 'Euler- 
tour', maken door de graaf die elke tak precies een maal 
bezoekt. De BEST stelling telt het aantal mogelijke Euler 
tours. 

Stelling 9 (De BEST stelling). Zij (G,A) een gerichte 
Eulerse graaf. Laat de ingraad en uitgraad van een knoop 
p gegeven zijn door dp. Dan is het aantal Euler-tours in 
(G, A) gelijk aan 

P^(G,A) Y\ (t^p-l)! 
peG 

waarbij Pw(G, A) het aantal opspannende bomen is gericht 
naar een wortel w. 

Opmerking 6. Een eigenschap van Eulerse grafen is dat 

Pw(G,A) =Pv(G,A) 

voor elke twee knopen v en w. Dus de keuze van de knoop 
w in Stelling^is willekeurig. 

Bewijs. [Van Stelling [9l] Laat de punten van G genum- 
merd zijn als pi, . . . ,pn- Schrijf crt in plaats van cTp^ voor 
de ingraad van de knoop pt. 



Beschouw een Euler tour en start de tour met een gerichte 
kant (pi,p2)- Nummer de kanten die bezocht worden 
door de Euler tour en beschouw voor elke knoop 7^ pi de 
laatste uitgang die genomen wordt. Het is niet moeilijk in 
te zien dat deze kanten een opspannende boom vormen; 
de zogenaamde 'laatste-uitgangs-boom.' 

We bewijzen dat elke opspannende boom met wortel pi, 
en waarin elke kant gericht naar de wortel pi, precies 
Yli^i — 1)! keer voor komt als laatste-uitgangs-boom. 
Kleur de kant (pi,p2) rood. Voor elke knoop kleur de 
laatste uitgang die genomen wordt in de Euler-tour blauw. 
Dan krijgen we een blauwe boom. 

Beschouw nu een opspannende boom gericht naar pi. 
Kleur de kanten die in de boom zitten blauw. Dan heeft 
elke knoop precies een blauw gekleurde uitgang, behalve 
de knoop pi. Kleur een uitgaande kant vanuit pi, zeg 
(pi,p2) rood. 

Fixeer nu, voor elke knoop, een ordening van de uit- 
gaande kanten, op een zodanige manier dat de gekleurde 
kant de laatste in de ordening is. Het aantal manieren om 
dat te doen is natuurlijk 

n 



De bijbehorende tour start met de rode kant vanuit pi en 
kiest in elke knoop de volgende uitgang in de lokale orde- 
ning. Het is niet moeilijk in te zien dat dit een Euler tour 
oplevert. Stel dat we een kant vanuit een punt q ^ pi 
niet gebruikt hebben. Volg dan het blauwe pad vanuit q. 
Zeg dat q' de opvolger is van q. Dus (q, q') is een blauwe 
kant die vertrekt uit q . Aangezien er een inkomende kant 
in q' niet is gebruikt, is ook de blauwe (laatste) uitgaande 
kant uit q' niet gebruikt. We kunnen dus vanuit q' ons pad 
voortzetten. Dit pad moet eindigen in pi omdat de blauwe 
kanten een opspannende boom gericht naar pi vormen. 
Daar vinden we een tegenspraak; er is een blauwe kant 
die in pi binnenkomt niet gebruikt, en dus zijn nog niet 
alle uitgangen vanuit pi op, d.w.z., gebruikt in de Euler- 
tour. 

Dit bewijst de stelling. □ 



Opmerking 7. De stelling laat zien dat het aantal Euler- 
tours in polynomiale tijd te berekenen is. Dit probleem is 
#P-compleet in ongerichte grafen ||8|. 



6. De De Bruijn-Erdos stelling uit de grafentheorie 

In 1951 verschijnt dan het tweede artikel van De Bruijn 
en Erdos wat bekendheid krijgt als de 'De Bruijn - Erdos 
stelling'. De Bruijn is intussen werkzaam bij de universi- 
teit Delft. Het onderwerp betreft hier een knopenkleuring 
van oneindige grafen. 

Definitie 5. Zij k e N. Een k.-kleuring van een graaf G 
is een toekenning van een kleur aan iedere knoop, uit een 
verzameling van k kleuren, zodanig dat de twee eindpunten 
van elke kant een verschillende kleur krijgen. 

Stelling 10. Zij k e N. Een graaf G is ]c-kleurbaar dan en 
slechts dan als elke eindige deelgraafvan G k-kleurbaar is. 

In het korte artikel stellen de auteurs dat Stelling [TOl 
een gevolg is van de stelling van Rado 06611 . Rado's stel- 
ling is, op zijn beurt, een eenvoudige toepassing van Ty- 
chonoffs stelling [45]. 

In het artikel van De Bruijn en Erdos wordt Rado's stel- 
ling als volgt gepresenteerd. 

Stelling 11 (Rado's stelling |l66lH5]|). Zij M en Mi wille- 
keurige verzamelingen. Stel dat voor elke i G Mj een ein- 
dige deelverzameling c M gegeven is. Neem aan dat er 
voor elke eindige deelverzameling N c Mj een keuze-functie 
f N : N M gegeven is die aan elk element i e N een ele- 
ment uit Ai toekent: 

Dan bestaat er een keuze-functie f : Mj — > M, met f (i) e Ai 
als i e Mi, met de volgende eigenschap. Voor elke eindige 
deelverzameling K a Mi is er een eindige deelverzameling 
IM met K c N c Mi zodanig dat 

f (i) = f ^1 (i) voor elk element i e K. 

Het artikel van De Bruijn en Erdos laat vervolgens zien 
dat Stelling [TOl eenvoudig volgt uit Rado's stelling. 

Bewijs. [Van Stelling [lOl] Laat M de verzameling zijn 
van de k kleuren en laat Mi de verzameling knopen zijn 
van de graaf G. Neem voor elke knoop i e Mi de deel- 
verzameling Ai = M. Met elke eindige verzameling 
knopen N c Mi correspondeert een geinduceerde deel- 
graaf Gn- De aanname is dat al die eindige deelgrafen 
Gn k-kleurbaar zijn. Dat wil zeggen dat er een functie 
fiM : N -> M is die Gn kleurt. 

De keuze-functie f : Mi M, die volgt uit Rado's stel- 
ling, kleurt G. Om dat in te zien, laat e — {x,y} een kant 
zijn van G. We laten zien dat f verschillende kleuren toe- 
kent aan x eny. Laat K = e = {x,y}. Laat N een eindige 
deelverzameling zijn van Mi met 

K c N c Mj zodanig dat f (z) = (z) voor alle z e K. 



Aangezien fN een k-kleuring is van de eindige deelgraaf 
Gn die de kant e = {x,y} bevat, geldt dat fN (x) 7^ fN (y) 
en dus 00k f (x) 7^ f (y]. 

Dit bewijst de stelling. □ 

Het artikel [33] past Stelling [TO] vervolgens toe om de 
volgende stelling te bewijzen. We hebben de volgende de- 
finitie nodig. 

Definitie 6. Laat S een verzameling zijn en laat voor elke 
s e S een deelverzameling f (s) van S \{s} gegeven zijn. Twee 
elementen b en c van S heten onafhankelijk als 

beS\f(c) en ceS\f(b). 

Een deelverzameling A c S heet onafhankelijk als elk twee- 
tal elementen in A onafhankelijk zijn. 

Een toepassing van Stelling [TOl levert de volgende stel- 
ling op. 

Stelling 12. Zij k e N en neem aan dat |f (s)| < k voor alle 
s e S. Dan is S de vereniging van 2k + 1 onafhankelijke 
verzamelingen. 



Opmerking 8. Merk op dat de 4-kleurenstelling voor pla- 
naire grafen met behulp van Stelling\TO\uit te breiden is naar 
oneindige planaire grafen. Verder kan de stelling bijvoor- 
beeld gebruikt worden (op soortgelijke wijze als hierboven) 
om de volgende uitbreiding van Dilworth's stelling naar on- 
eindige partieel geordende verzamelingen te verkrijgen. Een 
(eventueel oneindige) partieel geordende verzameling heeft 
een eindige breedte w dan en slechts dan als de verzameling 
op te delen is in w ketens. 

7. Wortelbomen in het platte vlak 

In een artikel uit 1964 laten Harary, Prins en Tutte zien dat 
een tweetal klassen van bomen dezelfde voortbrengende 
functie hebben en ze brengen een een-eenduidige relatie 
tussen de twee klassen tot stand 1.49.] . De beschrijving van 
die relatie is nogal ingewikkeld en De Bruijn en Morselt 
laten zien dat het 00k heel gemakkelijk kan; en wel op 
drie verschillende manieren 135 J . 

Definitie 7. Een platte wortelboom is een boom met een 
wortel die is ingebed in het platte vlak en waarbij een orde- 
ning van de uitgaande takken uit de wortel gegeven is. 

In de volgende stelling leiden we de voortbrengende 
functie af voor het aantal platte wortelbomen met n kno- 
pen. 



Stelling 13. Laat de voortbrengende functie voor het aantal 
platte wortelbomen gegeven zijn door 



n=l 



waar Cn het aantal platte wortelbomen met n punten is. 
Dan voldoet f aan 

(8) f(x] =x + f(x]2. 

Voor de coejficienten Cn geldt 
[2n-2)\ 



Cn = 



(n-l)!n! 



oftewel Cn+i 



n+1 



2n 



Bewijs. Een platte wortelboom T bestaat of uit slechts 
een punt, of er is een eerste kant, vanuit de wortel die 
een platte wortelboom draagt met, zeg k, punten. De rest 
van de boom T, inclusief de wortel, is dan een platte wor- 
telboom met n — k punten. Dit bewijst dat het polynoom f 
voldoet aan de functionaal vergelijking ([8]) en hieruit volgt 
dat 



(9) 



1 - VI - 4x 



Uit de reeksontwikkeling van vT~~4x is gemakkelijk af te 
leiden dat Cn het (n — l)^'*^ Catalan getal is. □ 



Definitie 8. Een binaire platte wortelboom is een platte 
wortelboom die ofwel uit slechts een punt bestaat ofwel die 
een wortel van graad twee heeft en waarin dan elke andere 
knoop graad 1 of graad 3 heeft. 



Stelling 14. Als g(x) de voortbrengende functie is van de 
binaire platte wortelbomen, dan geldt 

(10) g(x) = 

Bewijs. Een binaire platte wortelboom heeft of maar een 
punt, of heeft een wortel met daaruit twee takken. Die 
twee takken dragen vervolgens binaire platte wortelbo- 
men. Dit bewijst dat het polynoom g voldoet aan 



(11) g(x)=x + xg(x) 



9W 



1 - Vl - 4x2 
2x ■ 



Laat nu h(x) = f (x^j/x. Dan volgt uit dg]) dat 

h(x) =x(l+h(x)2). 

Dus de oplossing voor (IllD is g(x) = h.(x). 

Men kan natuurlijk ([TOl) ook afleiden uit Q en ([Tl])- □ 



Gevolg 2. Het aantal platte wortelbomen met n knopen is 
gelijk aan het aantal binaire platte wortelbomen met 2n — 1 
knopen, dat wil zeggen, n knopen van graad 1, n — 2 van 
graad 3 en een wortel. 



We tonen Gevolg[2]op een tweede manier aan. 

We beginnen weer met de platte wortelbomen. Stel dat 
een luis van links naar rechts loopt, over de boom. Bij elke 
tak roept hij, of zij, of hij naar boven loopt of naar be- 
neden. We krijgen dan van de luis een zogenaamde 'up- 
down code' door. 

Bijvoorbeeld, bij een platte wortelboom die geen en- 
kele kant heeft roept de luis niets. Een platte wortelboom 
met twee knopen heeft ook slechts een mogelijke code, 
namelijk 'UD'. Er zijn twee mogelijke platte wortelbomen 
met drie knopen. De twee mogelijke codes zijn 'UUDD' en 
'UDUD'. 

We kunnen de algemene vorm van een UD-code weer- 
geven met de Backus-Naur Form grammatica. Dat wil zeg- 
gen, een UD-code ziet er in het algemeen uit als volgt. 

< UD - code >::= |U < UD - code > D < UD - code > 

Het is of een leeg woord, of het begint met een 'U', gevolgd 
door een willekeurige UD-code en dan een 'D', gevolgd 
door weer een willekeurige UD-code. 

Opmerking 9. Laat di het aantal U's zijn die komen na de 
(i — 1)^'*^ D en voor de i'^'^ D. De rij partiele sommen voldoen 
dan aan 

di ^ 1 di + d2^2 di + d2 + d3^3 di + - • --hdn = n. 

Het aantal mogelijke rijtjes van dit soort partiele sommen 
wordt gegeven door de Catalan getallen. 

De platte binaire wortelbomen kunnen we coderen we 
met een zogenaamde 'knoop-eind code'. De luis loopt 
weer over de platte boom van links naar rechts. Bij elke 
knoop roept de luis of het een interne knoop is, zeg 'K', of 
een blad, zeg 'E'. Echter, hij roept dat alleen maar tijdens 
de eerste keer dat hij de knoop ziet! 

Bijvoorbeeld, als de boom slechts uit een wortel bestaat 
roept de luis alleen 'E'. Als de boom bestaat uit een wor- 
tel met twee bladeren, roept hij 'KEE'. Er twee mogelijke 
platte binaire wortelbomen met vijf knopen. De codes zijn 
'KKEEE' en 'KEKEE'. 

De KE-code eindigt altijd met een 'E'. Als we die weg- 
laten krijgen we de zogenaamde afgekorte KE-code, ofwel 
de 'aKE-code'. 

Als we de KE-code met de Backus-Naur grammatica 
weergeven krijgen we de volgende formule. 

< KE — code >::= E|K < KE — code >< KE — code > 

De vorm voor de afgekorte KE-code is dus 

< aKE > ::= |K < KE - code >< aKE - code > 

::= |K < aKE > E < aKE > 

en we zien dus dat de grammatica's voor de aKE-code en 
de UD-code identiek zijn. 



Opmerking 10. Het artikel van De Bruijn en Morselt laat 
ook nog op een derde manier de overeenkomst tussen de twee 
soorten bomen zien, namelijk door middel van een simpel 
plaatje dat, in feite, alles zegt. We verwijzen verder ook 
naar II63II voor een aardige beschrijving van het een en an- 
der. 

Tutte Ret het trouvi/ens niet op zich zitten; die kwam 
een paar jaar later met de telling van 'platte grafen' 1791 . 
Daarin noemt hij wel nog het artikel van Harary, Prins en 
zichzelf, maar niet dat van De Bruijn en Morselt. 



Opmerking 11. In 1972 verschijnt nog een artikel van 
De Bruijn over platte wortelbomen. Het krijgt een be- 
hoorlijke invloed in de loop der tijd vanwege toepassingen, 
onder andere in de informatica. Dit keer is het geschreven 
samen met Knuth en Rice en gaat het over de gemiddelde 
hoogte van platte wortelbomen met n knopen. Na een fikse 
rekenpartij is het resultaat de volgende stelling. 

Stelling 15. Gemiddeld genomen over alle platte wortelbo- 
men met n knopen is de hoogte 



Vtt • n — - + 0(n ' logn) (rn- oo). 
8. Permutaties met een vaste vorm 

Permutaties van een bepaalde vorm worden al meer dan 
120 jaar bestudeerd El |4l |52l [74j . Over de alternerende 
permutaties is natuurlijk het meest bekend. Een permuta- 
tie [ai, . . . , Qn] beet alternerend als 

(12) Qi > Q2 < as > a4 < . . . 

en als de tekens de andere kant op staan beet de permu- 
tatie omgekeerd alternerend. Als En bet aantal alterne- 
rende permutaties is dan geldt voor de voortbrengende 
functie [i3 n75il 

°° 1 

(13) V En — = sec(x) + tan(x) = + tan(x) = 

^ — n cos X 

1=0 ^ ' 

x^ „ x-^ ^ x"* , ^ x^ ^ , 

= 1+xH h2 h5 hl6 h61 h... 

2! 3! 4! 5! 6! 

Ook geldt de recurrente betrekking 

En+i = Y- (^)^i^^-i voorn^l. 

j odd 

Een asymptotiscbe benadering is (51 [75]| 



Definitie 9. Zij n e N. Laat 

Q = (qi, qn-i] 

een vector zijn met alle componenten qi e {— 1, +1}. Een 
permutatie 

7T = [7ti, 7T2, . . ., TTn] 

van {1, . . . , n} heeft de vorm Q als 

qi(7ti+i — TTi) > voor alle 1 e {1, . . . , n — 1}. 

Het aantal permutaties van de vorm Q geven we aan 
met\|;(Q). 

Niven leidt in II64H een formule af voor ^^(Q) in de 
vorm van een determinant (de formule staat ook op 11601 
Pagina 190]). De Bruijn leidt recurrente betrekkingen af 
voor het aantal permutaties van de vorm Q die eindigen 
met een bepaald cijfer [1211 . 

Definitie 10. Laat Q een vorm zijn voor permutaties van de 
graad n, dat wil zeggen, we beschouwen een deelverzameling 
van Sn, de groep permutaties van 

{l,...,n}. 

Laat 1 < j ^ n. Definieer 8(Q; j] als het aantal permutaties 
[qi, . . . , Un] van de vorm Q met an = j. 

Er geldt natuurlijk 

TL 

^e(Q;j)=il)(Q). 
j=i 

Lemma 3. Laat Q — {qi, . . . , qn-i) s^ri vorm zijn en defi- 
nieer 

[Q,l] = (qi,...,qn-i,l). 
Dan geldt d{{Q, 1); 1) = en, voor 1 < j < n + 1 

(14) 0((Q,l);j)= Y. 0(Q'^)- 

l<h<j 

Bewijs. Voor een permutatie 

a= [ai, ttn+i] 

definieer t((x) — On+i. Definieer 7t(a) als de permutatie 
van {1, . . . , n} die men krijgt door 1 af te trekken van elke 
ai met 1 ^ i ^ n die groter is dan an+i. Bijvoorbeeld, 

a = [2, 4, 5, 1, 6, 3] 7t(a) = [2, 3, 4, 1, 5]. 

Als a de vorm (Q, 1) heeft dan heeft 7t{a) de vorm Q. Ook 
geldt dan dat 

1 s; £{7T(a)) < £(a). 

Zij nu (3 een permutatie van {1, . . . , n} van de vorm Q met 
£((3) < j. Er is precies een permutatie a van {1, . . . , n + 1} 
van de vorm (Q, 1) met t[(x) —] en 7t(a) = (3. Tel namelijk 
1 op bij elk element wat groter is dan j — 1, en zet een j op 
het eind. 



MacMahon stelt in 1908 voor om de algemene vorm 
van een permutatie te bestuderen. 



Dit bewijst ( [14]) . 



□ 



Lemma 4. Laat Q — (qi, . . . , qn-i) een vorm zijn en defi- 
nieer 

(Q,-i) = (qi, qn-i, -1). 

Dan is e((Q,-l);n+ 1) = en voor 1 

(15) e((Q,-l);j)= Y. 0(Q'j)- 

j-l<h^n 

Bewijs. Merk op dat e{Q; k) = 6(-Q; n + 1 - k) en dus 

e{{Q,-l);j) =0((-Q,l);n + 2-j). 
De Formula ([15]) volgt nu uit (O. □ 

De Lemmas[3]en|4]leiden tot een eenvoudig algoritme 
om tJj(Q) uit te rekenen voor een gegeven vorm Q. Dit 
algoritme vergt O(n^) stappen. De Bruijn bescrhijft dit 
algoritme in [21 ] . 

Niven bewees in zijn artikel ook dat voor alle n e N 

(16) ^(Q)<tJ;(Qo)=iJj(-Qo) 

tenzij Q = Qo of Q = —Qo is, waarbij Qo de vorm is van 
een alternerende permutatie (I12D . dat wil zeggen, 

Qo = (i,-i,i,-i,...,(-ir). 

Een algoritme voor het bepalen van Tj;(Qo), 'het Euler ge- 
tal', was eerder al eens beschreven door Entringer [40fl . 
De Bruijn komt door een analyse van zijn algoritme (wat 
veel lijkt op Entringer's algoritme) tot een eenvoudig 
bewijs voor dezelfde ongelijkheid (1161) . 

Viennot doet het allemaal nog eens over in 1979 [ 83l . 
Hij beweert dat zijn algoritme het eenvoudigst is, maar 
het is van hetzelfde laken een pak. Ook bewijst Viennot 
Niven's ongelijkheid (I16t nog een keen 

Opmerking 12. De Bruijn geeft, in een appendix, de 
ALGOL-60 code voor zijn algoritme. Dit algoritme is getest 
op de Electrologica-X8 machine van de THE (een machine 
die gemaakt werd in Nederland). Het programma is ge- 
draaid voor alle 2^ vormen van permutaties met n < 9. AL- 
GOL is een programmeertaal die ontwikkeld werd door een 
internationaal team, waaronder exponenten Bakus, Naur 
en Dijkstra. Het operating system voor de Electrologica-X8 
was het 'THE multiprogramming system', ontwikkeld door 
een team geleid door Dijkstra. De enige programmertaal 
die ondersteund werd door Dijkstra's operating system was 
ALGOL-60. 

9. Het bedekken van grafen met dimeren 

Definitie 11. Zij [G,r) een graaf. Een bedekking van G 
met dimeren is een deelverzameling F' van kanten zodanig 
dat elke knoop een eindpunt is van precies een kant in F'. 

Natuurlijk kan niet elke graaf bedekt worden met dime- 
ren. Een noodzakelijke voorwaarde is dat het aantal kno- 
pen even is maar dat is in het algemeen niet voldoende. 



Zij (G, F) een graaf met n knopen. Voor het gemak, stel 
dat 

G ={l,...,n}. 
Een cykelbedekking van G is een verzameling van cykels 
die onderling knoop-disjunct zijn en die samen alle kno- 
pen van G bevatten. We laten hier ook cykels van lengte 
twee toe; dit zijn cykels die bestaan uit een kant. 

In een cykelbedekking heeft elke knoop i precies een 
'opvolger', zeg waarbij 

(J e Sn 

dan een permutatie is van {1, . . . , n}. Om het begrip van 
een 'opvolger' te vangen vatten we elke kant van G op als 
een vereniging van twee gerichte kanten; voor elke kant 
{1, j} e F zijn er dan twee gerichte kanten; (i, j) en (j,i). 
Geef elke gerichte kant (i, j) een gewicht, zeg Uij, en de- 
finieer het gewicht van een cykelbedekking met bijbeho- 
rende permutatie cr, als 

n 

gewicht van cr = Y\ ii,cr(i)- 

i=l 

Beschouw de verbindingsmatrix A van G en vervang 
elke 1 door een gewicht Qtj . Dan is de permanent van A 

n 

permanent van A — ^ Y\ '^i,cr{i]- 

CJGSn 1=1 

Met andere woorden, de permanent van A telt de gewich- 
ten van alle cykelbedekkingen van G op. 

Opmerking 13. Voor een bipartiete graaf is het aantal be- 
dekkingen met dimeren gelijk aan de permanent van de bi- 
partiete verbindingsmatrix. 

Opmerking 14. Het lijkt erop dat het berekenen van de per- 
manent van een matrix veel moeilijker is dan het berekenen 
van de determinant. Het berekenen van de permanent is na- 
melijk #P-volledig 181]. Dit houdt onder meer in dat uit 
het bestaan van een polynomiaal algoritme P = NP volgt. 
Via een formule van Ryser kan de permanent van een n x n 
matrix berekend worden in 0(2"^n) tijd [71J en er is op het 
moment niet veel beters (Tjl. 

Kasteleyn vond in 1961-1963 dat het aantal bedekkin- 
gen van een planaire graaf met dimeren berekend kan 
worden met behulp van de Pfaffiaan van een bepaalde an- 
tisymmetrische matrix II51I I52L In het artikel [50] laat 
hij dat eerst zien voor rechthoekige roosters. Onafhan- 
kelijk van Kasteleyn laten ook Temperley en Fisher zien 
dat het aantal bedekkingen van rechthoekige roosters met 
dimeren uitgedrukt kan worden in Pfaffianen [78]. De re- 
den is dat een planaire graaf op een bepaalde manier, zo- 
genaamd 'Pfaffiaans', georienteerd kan worden. Een der- 
gelijke Pfaffiaanse orientatie brengt het probleem terug tot 
het uitrekenen van een determinant. We beschijven de 
manier waarop De Bruijn dit laat zien in II29I1 . 



Definitie 12. Zij (G, P) een graaf en laat G — {1, . . . ,n}. 
Neem aan dat elke kant {i, j} een gewicht b^j heeft, 
waarbij we aannemen dat 

Een circuit is een deelverzameling van kanten, met ten min- 
ste een element, die cyclisch geordend kunnen warden als 

(17) [{ii,i2}, {i2,i3}, {ik-i,ik}, {ik,ii}], 

en waarbij ii, . . . , allemaal verschillend zi/nfl De lengte 
van het circuit is k. Het gewicht van het circuit is 

k 

(18) nbif,if+i waarin ik+i = ii. 

1=1 

Merk op dat een circuit van lengte twee bestaat uit een 
kant {i, j} en dat het gewicht van zo'n cykel b? j is. 

Een circuitbedekking is een verzameling circuits waar- 
van de knopen een partitie van G vormen. Als alle circuits 
in een circuitbedekking lengte twee hebben is het dus een 
bedekking met dimeren. Het gewicht van een circuitbe- 
dekking is het product van de gewichten van de circuits 
erin. Ingeval het een bedekking met dimeren betreft noe- 
men we de wortel uit het gewicht het wortelgewicht. 

Definitie 13. Een orientatie van een graaf [G, V] is een anti- 
symmetrische nxn matrix e met elementen etj die voldoen 
aan 

{0 : als {i, j} ^ V, en 

—1 of +1 : ah e V, en wel zoda- 
nig dat eij = -ej,i. 

Het teken van een circuit van even lengte zoals gegeven 
in ((iTl) is 

(19) — £ii,i.2 ' ^i2,i3 ^IkAl 

Merk op dat dit teken niet afhangt van de gekozen orien- 
tatie omdat het circuit even is. Merk ook op dat een circuit 
van lengte twee altijd een positief teken heeft. 

Definitie 14. Een orientatie is Pfaffiaans als in elke circuit- 
bedekking met even circuits alle circuits een positief teken 
hebben. 

Stelling 16. Zij e een Pfajfiaanse orientatie van een graaf 
(G,r). Laat 

(20) S=^p((3) 

P 

waarin gesommeerd wordt over alle bedekkingen met dime- 
ren |3 en waarin p((3) het wortelgewicht is van zo'n bedek- 
king. Dangeldt 

(21) = det(A) 

^Een 'circuit' is hier dus equivalent met een 'cykel', zoals we dat hier 
kelijk. 



waarby A de antisymmetrische matrix is met elementen 
ai,j = ey • bij. 

Bewijs. Natuurlijk is 

Ol,P2) 

waarbij gesommeerd wordt over alle geordende paren 
(Pi, P2) van bedekkingen met dimeren. Als (3i en (32 be- 
dekkingen zijn met dimeren dan is de vereniging (3i U p2 
een circuitbedekking met even circuits. De kanten in de 
circuits van lengte > 2 zijn om en om kanten van pi en 
kanten van ^2- 

Omgekeerd, zij y een circuitbedekking met even circuits. 
Zij v(y) het aantal circuits in y van lengte > 2. Dan zijn 
er 2^'"''' manieren om paren Pi en p2 te kiezen. Als een 
circuit van y lengte twee heeft dan kiezen we die kant 
natuurlijk zowel in pi als in P2. 

Hiermee is bewezen dat 

S2 = ^2^'Y'w(y] 

waarin gesommeerd wordt over alle circuitbedekkingen 
met even circuits en waarin w{y) het gewicht is van y. 

Volgens de Leibniz formule is de determinant van A gelijk 
aan 

(22) determinant A = ^ sgn(7T) • ai^„(i) . . . a^„(n) 
Ttes^ 

waar gesommeerd wordt over alle permutaties tt e Sn- 
De factor sgn(7t) is 1 of —1 al naargelang het aantal even 
cykels in n even of oneven is. Als {i, 7t(i)} ^ P dan kunnen 
we 7t weglaten uit de sommatie, want b^ „(i) — 0. In het 
bijzonder laten we alle permutaties n buiten beschouwing 
waarvoor 7T(i) — i voor de een of andere knoop i. 

Elke permutatie splitst uit naar een of meer cykels. Voor 
de permutaties die we beschouwen vormen de cykels cir- 
cuits in G voorzien van een bepaalde omlooprichting. 
Voor de circuits van lengte > 2 zijn er twee mogelijke om- 
looprichtingen. Als y een circuitbedekking is met even 
circuits dan zijn er 2^'"''' omlooprichtingen en die corres- 
ponderen met verschillende permutaties n. 

Als we de omlooprichting van een oneven circuit omkeren, 
dan wisselt het teken in (1221) want de matrix A is antisy- 
metrisch. Dus circuitbedekkingen die een oneven circuit 
bevatten doen elkaar paarsgewijs teniet. 

We beweren nu dat de termen in (I22D . die horen bij een 
en dezelfde even circuitbedekking y, allemaal gelijk zijn 
aan 

W{y) =bi,„(i) ...bn,7t(n)- 

Namelijk, sgn(7t] is het produkt van een aantal —1 termen 
wat gelijk is aan het aantal (even) circuits. Omdat y Pfaf- 
fiaans is geldt dat elk circuit in een even circuitbedekking 

boven beschreven. Het gebruik van beide begrippen zoals hier is ongebrui- 



+1 is, dus het produkt van de e's in elk circuit in y is, 
volgens ([19]) , -1. □ 

In de rest van het artikel ||29]| schetst De Bruijn het 
bewijs van Kasteleyn II511 15211 dat alle planaire grafen een 
Pfaffiaanse orientatie hebben. Het komt erop neer dat er 
een orientatie nodig is die voor elke even cykel C waar- 
voor G \ C een bedekking heeft met dimeren, voor elke 
omlooprichting van C, het aantal kanten van C waarvan 
de orientatie samenvalt met de omlooprichting oneven is. 

Opmerking 15. Beschouw een planaire graaf{G, V] die ligt 
ingebed in hetplatte vlak. Er is een orientatie van G zodanig 
dat de begrenzing van elk eindig gebied een oneven aantal 
kanten heeft wat met de klok meedraait. Dit is een Pfajfi- 
aanse orientatie. 

Om een dergelijke orientatie te vinden kan men, ruwweg, 
als volgt te werk gaan. Neem een opspannende boom T en 
orienteer de kanten van T u/illekeurig. Neem een tweede op- 
spannende boom T' op de duale van G door twee aangren- 
zende gebieden te verbinden door een kant in T' als de grens 
geen kant is in T. Kies het buitengebied als wortel van T'. 

Start nu met de bladeren van T' en werk naar de wortel 
toe. Onderweg, orienteer de kanten in G die corresponderen 
met de kanten van T' zodanig dat elke gebied een oneven 
totaal aantal kanten krijgt wat met de klok meedraait. 

Volgens Kasteleyn heeft een orientatie zoals hierboven 
beschreven de eigenschap dat voor elke cykel de pariteit 
van het aantal kanten v^fat met de klok meedraait tegenge- 
steld is aan de pariteit van het aantal knopen wat is inge- 
sloten door de cykel. Als de cykel onderdeel uitmaakt van 
een circuitbedekking met even circuits dan is het aantal 
punten wat ingesloten is natuurlijk even en dat is dus vol- 
gens Kasteleyn precies het geval als de cykel een oneven 
aantal kanten heeft wat met de klok meedraait. 

De Bruijn geeft aan dat het bewijs voor het bestaan van 
een dergelijke orientatie terug te brengen is tot dat voor 
veelhoeken die opgedeeld zijn in driehoeken. Voor deze 
laatste klasse van grafen is, volgens De Bruijn, gemakkelijk 
met inductie naar het aantal kanten te bewijzen dat ze een 
Pfaffiaanse orientatie hebben. De inductiestap is het weg- 
laten van een kant van de buitenste rand van de veelhoek. 

Als de graaf een 'duale' heeft dan volgt Kasteleyn's stel- 
ling ook uit het volgende lemma van Little, toegepast op 
de duale graaf [56, Lemma 1]. 

Lemma 5. Laat (G,r) een eindige, samenhangende graaf 
zijn en laat v G G. Dan is er een orientatie van G zodanig 
dat elke knoop behalve v een oneven uitgraad heeft. 

Bewijs. Laat e een orientatie zijn zodanig dat het aantal 
knopen in G \ {v} wat een even uitgraad heeft minimaal 
is. Stel dat er een knoop u 7^ v is met een even uitgraad. 



Aangezien G samenhangend is, is er een pad P van u naar 
V in (G, r). Keer in elke kant {i, j} in P het teken eij om. 
Dat verandert de pariteit van de uitgraad alleen voor de 
knoop u e G \ {v}. □ 

Opmerking 16. In ||57l geeft Little een bewijs voor de stel- 
ling dat een graaf die geen deelgraaf heeft die homeomorfis 
met K3_3, een Pfaffiaanse orientatie heeft. 

Laat A een vierkante matrix zijn met elementen en 
1. Laat B een matrix zijn die verkregen is uit A door en- 
kele enen in A te vervangen door —1. Dan heet B een 
Polya-matrix voor A als 

permanent van A — determinant van B. Zie II65L 

Vazirani en Yannakakis bewijzen de volgende stel- 
ling [82]. 

Stelling 17. Een bipartiete graaf G heeft een Pfaffiaanse 
orientatie dan en slechts dan als de bipartiete verbindings- 
matrix een Polya-matrix heeft. 

Opmerking 17. In ||58ll geeft Little een nodige en vol- 
doende voorwaarde opdat een bipartiete graaf een Pfaffi- 
aanse orientatie heeft. Robertson, Seymour en Thomas geven 
een structurele karakterisering, wat leidt tot een polynomi- 
aal herkenningsalgoritme II70I1 . 

10. Factorisaties van eindige groepen 

De Bruijn geeft aan, in zijn inleiding op het dictaat com- 
binatoriek, dat de groepentheorie niet tot de combinato- 
riek behoort [63]. (Volgens van Lint behoort de groe- 
pentheorie, alsook de combinatoriek, tot de discrete wis- 
kunde [I55L ") De grenzen van de combinatoriek zijn vaag, 
en wellicht kan combinatoriek nog het best gedefinieerd 
worden als dat wat De Bruijn onderwees en wat beschre- 
ven wordt in zijn college dictaat II63I . 

Maar alle gekheid op een stokje! Ik wil toch enkele 
belangrijke resultaten in de groepentheorie van De Bruijn 
noemen. 

In 1953, De Bruijn is dan werkzaam bij de Universi- 
teit van Amsterdam, verschijnen er twee artikelen over de 
factorisatie van eindige groepen. Deze artikelen hebben 
tot op de dag van vandaag een behoorlijke invloed (zie 
bijvoorbeeld [l2l[37l[72l|73l[73) en ik wil lets ervan kort 
beschrijven. 

In dit hoofdstuk is een groep synoniem met een eindige 
abelse groep. 

Als G een direct product is van cyclische groepen van 
orde 2^, 2 en 5 dan zeggen we dat G van het type {2^, 2, 5} 
is. Laat G een groep zijn en laat A en B deelverzamelin- 
gen van G zijn. We schrijven G = AB als elk element g 
van G op een unieke manier te schrijven is als g = ab met 



a e A en b e B. In dat geval zeggen we dat G — AB 
een ontbinding is van G in factoren A en B. Als Hi en H2 
subgroepen zijn van G dan betekent G = H1H2 dat G het 
directe product is van Hi en H2. 

Als A een deelverzameling is van een groep G en als 
g e G is dan schrijven we 

Ag = { ag I a e A }. 

Een deelverzameling A van een groep G heet periodiek als 
er een element g e G, g ^ e, is zodat Ag — A. Als A en B 
twee deelverzamelingen zijn van G dan schrijven we 

AB={ab|aeA beB} alleen als |AB| = |A| • |B|. 

Dat wil zeggen, we gebruiken de notatie AB alleen als elk 
element van AB op een unieke manier te schrijven is als 
ab (q e A en b e B). 

Een conjecture van Minkowski werd bewezen door 
Hajos met behulp van de volgende stelling. 

Stelling 18 (Hajos' stelling Il46|). Stel dat G een eindige 
abelse groep is en stel dat G een factorisatie G = Ai • • • Ara 
heeft waarbij elke factor Ai van de volgende vorm is. 

Ai = { e, ai, a?, . . . , a^' }. 

Dan is tenminste een van de Ai's periodiek. 

De stelling van Hajos leidde hem (en 00k De Bruijn) tot 
de volgende vraag: 

Als G een groep is, met een ontbinding in 
factoren G = AB, is dan altijd tenminste 
een van de factoren periodiek? 

Het antwoord (van Hajos) is 'nee' en dit leidde tot de vraag 
welke groepen die 'Hajos eigenschap' hebben. 

Definitie 15. Een eindige abelse groep G heeft de Hajos ei- 
genschap ab voor elke ontbinding G — AB van G in factoren 
A en B, tenminste een factor A 0/ B periodiek is. 

Het antwoord is intussen bekend; Sands geeft de vol- 
gende karakterisering [|72ll (met belangrijke bijdragen 
door De Bruijn en Redei Il68l "). 

Stelling 19. Een eindige abelse groep G heeft de Hajos ei- 
genschap als G isomorf is met een subgroep van een groep 
die van een van de volgende types is, waarbij p < q < r < s 
priemgetallen zijn en n G N: {p^,q}, {p^, q^L {p^, q,!"}, 
{p,q,r,s}, {p,p}, {p,3,3}, {32,3}, {p3,2,2}, {p2,2,2,2}, 
{p, 22, 2}, {p, 2, 2, 2, 2}, {p, q, 2, 2}, {2^, 2} en {2\ 2% 

Voor de cyclische groepen die de Hajos eigenschap heb- 
ben werd een karakterisering gevonden in [73] (met be- 
hulp van constructies door De Bruijn). 



Opmerking 18. Een nauw verwant probleem is de classi- 
ficatie van groepen met de Redei eigenschap. Een groep G 
heeft de Redei eigenschap als voor elke ontbinding G — AB, 
met e e A n B, tenminste een van A en B bevat is in een 
echte onder groep van G (dus < A >^ G of < B >^ G, 
waarbij < A> de kleinste ondergroep van G is die A bevat). 
Voor het gemak zegt men dat G = {e} 66k de Redei eigen- 
schap heeft. Er zijn intussen wat resultaten bekend II371I76II . 

11. Polya's tel-theorie 

In 1964 verschijnt een artikel van De Bruijn waarmee 
hij zich, met allure, op internationaal gebied manisfes- 
teert als leermeester in de combinatoriek [IB]. Om het 
een 'overzichtsartikel' te noemen zou dit artikel jammerlijk 
tekort doen! Het artikel bevat niet alleen een kristalhel- 
dere uiteenzetting van Polya's theorie maar het zit bo- 
vendien bomvol voorbeelden, toepassingen, uitbreidingen 
enz. Dat het in de smaak valt moge trouwens blijken uit 
het feit dat hij vaak gevraagd wordt het nog eens over 
te doen, zowel in het Duits, als in het Engels, en Neder- 
lands Il22ll23l[28l . 

Dat De Bruijn een groot bewonderaar is van George 
Polya steekt hij niet onder stoelen of banken! In diverse 
artikelen |[15] [l6l [T9l IM1 EZJ, waarin hij telkens Polya's 
stelling op niet-triviale manier uitbreidt, noemt hij Polya's 
stelling steevast 'de fundamentele stelling', en ik geloof 
niet dat hij het ooit 'de Redfield-Polya stelling' genoemd 
heeft. Zijn 'liefste boek' is, sinds de tijd dat hij bij Philips 
werkt, Polya and Szego's Aufgaben und Lehrsatze aus der 
Analysis (Springer, 1925) II31I1 . Zijn twee belangrijke ar- 
tikelen over Penrose's vlakverdelingen draagt hij op aan 
Polya [301 

Het zou te ver gaan om al het werk van De Bruijn 
met betrekking tot Polya's tel-techniek hier uiteen te zet- 
ten. Veel kan men vinden in Nienhuys' beschrijving van 
De Bruijn's college combinatoriek [63]. Ik beperk me 
hier tot een korte uiteenzetting van De Bruijn's uitleg van 
Polya's stelling zoals hij dat doet in [18] en in 116311 . 

Beschouw een kubus. Er zijn natuurlijk 2^ manieren 
om de zijvlakken te kleuren met twee kleuren, zeg wit en 
zwart. Als we de kubus draaien in de ruimte dan zijn veel 
van die kleuringen niet meer van elkaar te onderscheiden. 
Wat zijn de verschillende zwart-wit kleuringen? 

1) Alle zijvlakken wit. 

2) Een vlak zwart. 

3) Twee zwarte zijvlakken die een ribbe delen. 

4) Twee zwarte zijvlakken, tegenover elkaar. 

5) Drie zwarte zijvlakken, die bij elkaar komen in een 
hoekpunt. 

6) Drie zwarte zijvlakken, in een U-vorm. 

7) Twee tegenover elkaar liggende witte zijvlakken. 

8) Twee witte zijvlakken die een ribbe delen. 

9) Precies een wit zijvlak. 
10) Alle zijvlakken zwart. 



Als we twee kleuringen van de kubus hetzelfde noemen 
als de ene in de andere over gaat door een draaiing van 
de kubus in de ruimte, dan zijn er dus tien verschillende 
kleuringen. 

Het hangt duidelijk af van de groep van draaiingen die 
de zijvlakken van de kubus in elkaar doet overgaan. We 
zeggen dat die groep van draaiingen werkt op de verza- 
meling D van zijvlakken van de kubus. Dat betekent dat 
er een homomorfisme is, de 'werking van de groep', 

(23) 7T : G Sd zodanig dat 

VgiGcVg^eG Ttfgigj^i) =7191(7192)"^ 

Belangrijk is nu het type van de draaiing. 

Definitie 16. Elke permutatie tt e Sn splitst {1, . . . , n} op 
in een collectie cykels. Het type van de permutatie n is de rij 

{bi(7T), b2(7t), ...), 

waar b| (tt) het aantal cyckels is van lengte i. 

Als voorbeeld geven we hieronder de verschillende 
draaiingen van de kubus met het type van de werking op 
de zijvlakken. Er zijn natuurlijk 6 x 4 = 24 verschillende 
draaiingen. 

(a) Alle rotaties over 90°, rond een as die door de mid- 
dens van twee tegenover elkaar liggende zijvlakken 
gaat, lijken op elkaar. Het type is (2, 0, 0, 1, 0, . . .) en 
het aantal draaiingen van dit tj^e is 6. 

(b) We kunnen de kubus draaien over 180°, rond een- 
zelfde as. Het tj^e van zo'n draaiing is (2, 2, 0, . . .). 
Er zijn 3 van deze draaiingen. 

(c) We kunnen de kubus 120° draaien, rond een as door 
twee diagonaal tegenover elkaar liggende hoekpun- 
ten. Het type is (0, 0, 2, . . .) en er zijn er 8 van. 

(d) Neem een as door het midden van twee tegenover el- 
kaar liggende ribben, en draai de kubus 180°. Het 
type is (0, 3, 0, . . .) en er zijn 6 van zulke draaiingen. 

(e) Tenslotte moeten we de identieke afbeelding niet 
vergeten. Er is er een, en het type is natuurlijk 
(6,0,0,...). 

Ter controle kan men de aantallen optellen; in totaal heb- 
ben we 

24 = 6 + 3 + 8 + 6+1 draaiingen. 

Definitie 17. Voor een groep G met een werking n is de 
cykelindex de veelterm (met variabelen xi, X2, enz.) 

^'yA^ V 1^ ^ ^ — ^ \~ ^bilnlg)) b2(7t(g)) 

U4J rG,7tlXi,X2, ...) — —> X;^ X2 

gGG 

waarbij (bi(7t(g)),b2(7T(g)), . . . ) het type is van de permu- 
tatie 7t(g). 



Dus, voor de groep draaiingen van de kubus G, 
waarbij n de werking is op de zijvlakken D, is de cykel- 
index, volgens bovenstaande tabel: 

PG,7t(xi,X2, . . . ) = ^(xf + 3x^x1 + 6x^x4 + 6x^ + 8x2). 

We kunnen de groep draaiingen 00k laten werken op 
de hoekpunten van de kubus. We krijgen dan een andere 
cykelindex, namelijk 

PG,n'(xi,X2,...) = ^(X? + 9x4 + 6x2 + 8x2x2). 

De uitwerking op de ribben geeft de volgende cykelindex. 

PG,7t"(xi,X2, . . . ) = ^(xP + 3x^ + 6x1 + 6x?x| + 8x4). 

De rechtgeaarde ingenieur pluist natuurlijk allerlei regel- 
tjes uit die helpen bij de controle van zoiets. Bijvoorbeeld 
is de som van de coefficienten altijd 24 (dat wil zeggen, in 
het algemeen, |G|). 

Als we willen weten wat het aantal manieren is om 
de zijvlakken van de kubus met twee kleuren te kleuren, 
waarbij twee kleuringen hetzelfde zijn als ze in elkaar over 
gaan door een draaiing van de kubus, dan geeft de stelling 
van Polya het antwoord, namelijk, 

(25) 

PG,n(2,2,...) = ;^(2^ + 3-2222 + 6-222 + 6-2^ + 8-22) 

1 240 

— (64 + 48 + 48 + 48 + 32) = — = 10 
24 24 

precies wat we hierboven 00k vonden, maar dan met de 
hand. 

We zouden 00k geinteresseerd kunnen zijn in het aantal 
(niet-equivalente) kleuringen van de zijvlakken met twee 
kleuren, zodanig dat er 4 zwarte en 2 witte zijvlakken zijn. 
Dat vinden we door voor xt — z^+w^ in te vuUen. We vin- 
den 

(26) 

;^((Z + W)^+3(Z + W)2(z2+W2)2 + 6(Z + W)2(z4+W4) 
+ 6(z2+w2)3 + 8(z3+w3)2). 

De coefficient van z^w^ (4 zwarte en 2 witte zijvlakken) is 
^(15 + 9 + 6+18 + 0) =2. 

Met andere woorden, volgens de stelling van Polya kun- 
nen we de zijvlakken van de kubus op 2 manieren met 4 
zwarte en 2 witte zijvlakken kleuren. En dat klopt! 

Om de stelling van Polya te bewijzen hebben we een 
lemma nodig wat vroeger het 'Lemma van Burnside' 
heette. Door toedoen van De Bruijn [|27ll heet dat nu het 
'Lemma van Cauchy-Frobenius'. 



Lemma 6 (Cauchy-Frobenius) . Zij G een groep en stel dat 
n de werking is van G op een verzameling objecten D. Dus 
7t : G — > Sd is een homomorfisme zodanig dat voor alle 
gi e G en 92 e G 

(27) 71(9192) = 7T(gi)7T(g2) en 7t(e) = Id, 

waarbij n het eenheidselement e e G afbeeldt op de iden- 
tieke permutatie Id- Merk trouwens op dat g27D hetzelfde is 
als (123]) . 

Definieer een equivalentierelatie ~ opD als volgt. 

(28) di ~ d2 ^ 3geG 7t(g)di = da- 

dan is het aantal equivalentieklassen, \D/G\, gelijk aan 

\D/G\ = X ^(9^' ^'^'^''bV 

geG 

(29) ^(g) = |{deD|7T(g)d = d}|. 

Dus i|^{g) = bi(7T(g)), het aantal cykels in 7t(g) ter 
lengte 1. 

Bewijs. Tel het aantal paren (g, s) met 

geG en s e D en 7t(g)s — s 

op twee manieren. Voor elke geG zijn er i[)(g) elementen 
s e D die voldoen. Dus het aantal paren is gelijk aan 

geG 

Laat voor elke s e D ri(s) het aantal geG met 7T(g)s — s 
zijn. Dan geldt dus 

(30) ^Ti(s) = ^^(g). 

seD gGG 

Voor een s e D vormen de elementen geG waarvoor 
7t(g)s — s een ondergroep van G, zeg Gs- Het aantal ele- 
menten van die ondergroep |Gs| = ri{s). 

Als nu s' ~ s, dan is het aantal elementen geG met 
7t(g)s — s' gelijk aanri(s), want 

7t(h)s' = s => ( 7T(g)s = s' <^ hg € Gs ]. 

We kunnen G dus opsplitsen in deelverzamelingen met 
|Gsl elementen zodanig dat elke deelverzameling precies 
een element van de equivalentieklasse van s bevat. De 
equivalentieklasse van s bevat dus elementen. Met 
andere woorden 

f ^ IG| 

De som over r|(s) over alle s in een equivalentieklasse is 
|G|. Dus de som van ri(s) over alle s e D is gelijk aan |G| 
maal het aantal equivalentieklassen. 

Het lemma volgt nu uit J30D . □ 

Op precies dezelfde manier kunnen we 00k een gewo- 
gen versie van Cauchy-Frobenius afleiden. Stel dat elk ele- 
ment d e D een gewicht cu(d) heeft. Een eis daarbij is wel 



dat het gewicht constant is op de equivalentieklassen, dat 
wil zeggen, dat voor elk tweetal elementen 

di ~ d2 ^ cu(di) = a)(d2). 

We kunnen dan het gewicht van een equivalentieklasse 
definieren als het gewicht van een element uit die klasse. 

Lemma 7 (Cauchy-Frobenius met gewichten). De som 
van de gewichten van de equivalentieklassen D/G is 
jh\^geG^i9l waarbij 

¥(g) = Y. a.(d) -^Wgld^d). 

deD 

Hier gebruiken we de indicatorfunctie 

als de bewering onwaar is 



v(bewering) = 



1 als de bewering waar is. 



Definitie 18. Een kleuring is een functie f : D 
viraarbij R een verzameling kleuren is, bijvoorbeeld 

R — { wit, zwart }, 

en waarbij D de verzameling objecten is die we willen kleu- 
ren. In ons voorbeeld isD de verzameling zijvlakken van de 
kubus. 

Zoals al eerder opgemerkt zijn we niet zozeer 
geinteresseerd in het aantal kleuringen (dat zijn er 2^), 
maar in het aantal kleurpatronen. Twee kleuringen zijn 
equivalent als de ene over gaat in de andere door een 
draaiing van de kubus, en een kleurpatroon is een equi- 
valentieklasse onder die relatie. 

Zij G weer de groep draaiingen van de kubus. De wer- 
king van G op de kleuringen is een homomorfisme gedefi- 
nieerd als volgt. 

(31) CT : G — > Srd gedefinieerd door 

CT(9]f = fo7T(9-l). 

Laten we eerst even controleren of dit inderdaad een 
werking is volgens ([271) (of (|231)1. 

(^[9192)^ = f o 7T((gig2)"^) 
= f oTtfgj^ig^i) 

= fo 71(92^1) 7T(g^l) 
= CT(gi)(f 71(92^) 

= (cT(gi)cj(g2))f. 

Geef de kleuren een 'gewicht', bijvoorbeeld w en z. Het 
gewicht van een kleur r e R geven we aan met w[r). 

Definitie 19. Zy f : D ^ R een kleuring. Het gewicht van f 
is 



a[f) = Yl a)(f(d)). 



deD 



Bijvoorbeeld, als we de zijvlakken van de kubus kleuren 
met wit en zwart, dan heeft elke kleuring met 4 zwarte en 
twee witte zijvlakken hetzelfde gewicht, namelijk z'^w^. 

Als we de kubus draaien, veranderd het gewicht niet, 
met andere woorden, we kunnen het gewicht van een 
kleurpatroon F definieren als 

a(F) = a(f ) voor f e F. 

Stelling 20 (Polya's Fundamentele Stelling). De som van 

de gewichten van de kleurpatronen is 

(32) PgMY. '^W' Z Z • • • ^- 

reR reR rGR 

In ons voorbeeld krijgen we dus de veelterm (1261) . Hier- 
uit kunnen we dan bijvoorbeeld het aantal kleurpatronen 
met twee witte en vier zwarte zijvlakken aflezen. Als we 
alle gewichten gewoon 1 nemen, krijgen we 

^cu(r)^ = |R| voor alle i. 

reR 

Het totaal aantal kleurpatronen met twee kleuren is dus 
PG,7t{2, 2, . . . ) = 10, zoals in (|251) . 

Bewijs. [Van Stelling [20l] Volgens Cauchy-Frobenius 
(met gewichten) geldt 

Fg{ kleurpatronen } 9 £ G 

(33) waarbij W[g) = Y_ ^(^^ ' ^i^i'^) = f)- 

feRD 

Laat g e G. Dan splitst de werking 7T(g) van g, D in cykels 
Di, D2, enz. De eis dat f o 7t(g^^) — f betekent dat alle 
cykels Dt egaal gekleurd moeten worden. Dat houdt in 

M^(g)= n Z^W'°''- 

fgRD cykels Dj reR 

(T(fl=f 

Als we nu de cykels bij elkaar vegen die dezelfde lengte 
hebben, vinden we 

(\ #l-cykels in 7t( g ) 
reR / 




En dit is precies (|32]). □ 

Opmerking 19. De Bruijn publiceerde veel uitbreidingen op 
Polya's stelling. Bijvoorbeeld zou men geinteresseerd kunnen 
zijn in het aantal kleurpatronen waarbij men ook kleuren 
mag verwisselen. Dit lijkt minder gekunsteld als de kleuren 
veel op elkaar lijken, zoals purper en violet; dit zijn kleu- 
ren die veel mensen wel kunnen onderscheiden maar toch 
vaak venvisselen. We krijgen dan een soort 'kleur- designs', 
in plaats van gewone kleurpatronen. 

In bijvoorbeeld II18I1 en I163II kan men nog veel meer uit- 
breidingen en voorbeelden vinden. 



12. Afsluiting 

Ik heb in dit artikel geprobeerd een kort overzicht te ge- 
ven van De Bruijn's bijdragen tot de combinatoriek. Voor 
mijzelf was dit een bijzonder aangename reis door de tijd. 
De artikelen van De Bruijn hebben niets verloren aan hel- 
derheid; men leest ze alsof ze gisteren door De Bruijn ge- 
schreven werden. Dat was mijn ervaring ook, zelfs in ver- 
sterkte mate, bij het vertalen in het Engels van Nienhuys' 
college-aantekeningen. Ik waande me meer dan eens te- 
rug in de tijd, luisterend naar De Bruijn; luisterend naar 
zijn combinatoriek. 

Ik moest voor dit korte overzicht natuurlijk een keuze 
maken. Er zijn nog veel andere verhalen die het lezen 
zeker waard zijn. Om nog een ander, bijzonder leuk, 
voorbeeld te noemen is er het blokkendoos verhaal uit 
1969 [I201I63 1. Daarin gaat De Bruijn in op de vraag van 
zijn zoon, die er op zeven-jarige leeftijd achter komt dat 
hij zijn 6x6x6 doos niet kan vullen met blokken van 
1x2x4. 

Ook de artikelen van De Bruijn over vloerbedekkingen 
a la Penrose laat ik onbesproken. Over dit onderwerp, 
alsook over De Bruijn's asymptotiek en zijn werk aan AU- 
TOMATH, verschijnen binnekort andere samenvattingen. 

Ik heb geprobeerd een indruk te geven van zijn meest 
bekende artikelen in de combinatoriek, en ik laat het 
hierbij; met een diepe bulging voor een der grootste Ne- 
derlandse wiskundigen en leermeesters. 
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